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カントール没後百年

楽しい数学 -- MaruLabo数理ナイト

第二夜 集合論入門
「数える」と「個数」の数理



はじめに

o 集合論は、19世紀後半に、ドイツの数学者ゲオルグ・カントー
ルが創り出した数学の一分野です。今年は、カントール没後
100年にあたります。

o それまでの数学が、微分や積分や無限級数や幾何学的図形
や物理的な運動を対象にしていたのに対して、集合論が対象
とするのは、より抽象的な「集合」そのものです。その意味では、
集合論の登場は、現代数学の一つの特徴である「抽象化」の
歴史的な第一歩といっていいと思います。

o ただ、集合論の基本的考え方は、決して抽象的なものではあり
ません。それは、極めて具体的な、「集める」「数える」といった
操作を基礎にしています。集合とは、いろいろなものを集めて
できたものに、一つのまとまりを与えることです。逆に、いろん
なもの（これを「要素」といいます）は、この集合に「属する」と考
えます。



はじめに

o 集合について大事な特徴の一つは、我々は、集合の要素の数
を数えることができると言うことです。こうした考えは自然なも
ので、小学生に初めて足し算を教えるときには、この集合のモ
デルを使っています。「赤い石が三つのかたまりと、青い石が
五つのかたまりを、一緒にすると、石はいくつ？ 数えてみま
しょう。」

o 問題は、こうした素朴な考えを進めていくと、あるところで、急に
難しくなるということです。集合論の創始者のカントールが考え
た一番難しい問題の一つは、次のようなものでした。答えられ
ますか？

「線は、点を集めたもの。それでは、この線分の上に、点は何個あ
るのか数えてみよう。



はじめに

o こうして、集合論は、主要に、無限と連続というものを数学的に
考える数学として出発します。ただ、その前途は、平坦なもの
ではありませんでした。



Agenda
第二夜 集合論入門 -- 「数える」と「個数」の数理

思考実験：「1 = 0.9999999…… か？」

p 「数える」を考える

p カントールの考えたこと 1 -- 無限に数え続ける方法
p カントールが考えたこと 2 -- 無限集合の要素の個数
p カントールが証明できなかったこと – 連続体仮説
p 集合論の体系の整備

p 非カントール的集合論の発見

p 数学の基礎を基礎付ける試みの発展



思考実験：

1 = 0.9999999…… か？ あるいは、
1 > 0.9999999…… か？



1 = 0.9999999 …  の証明

https://goo.gl/rQ7W1j

無限の桁に数字をかけたり、
無限の桁同士の引き算を
している。こうした計算が
疑わしい結果をもたらすことを
次の例は示している。

1/3 > 0.333… ではないか？
1/3 = 0.333… に「確信」を
もてるのは、我々が、1/3の
「計算」を実際に行った経験が
あるから。ただし、途中まで。



1+2+3+4+5+6+ … = –1/12 の証明

次のような三つの数列 A,B,Cを考える。
A = 1 – 1 + 1 – 1 + 1 – 1 + … = 0, 1, 不定, 1/2 ?
B = 1 – 2 + 3 – 4 + 5 – 6 + …
C = 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + …

B+Bを計算する。
この時、一桁位置をずらして足しあわせる。

B = 1 – 2 + 3 – 4 + 5 – 6 + …
+) B =       1 – 2 + 3 – 4 + 5 – 6 + …

1 – 1 + 1 – 1 + 1 – 1 + …
このB+B=2Bは、Aに等しいことがわかる。

2B = 1 – 1 + 1 – 1 + 1 – 1 + …  = A 
B = A/2



1+2+3+4+5+6+ … = –1/12 の証明

今度は、CからBを引いてみる。
C  =  1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + …

–) B  =  1 – 2 +  3 – 4 + 5 – 6 + …
4 +       8 +      12 + …

そうすると、それは4Cに等しいことがわかる。
C – B = 4 (1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + …) = 4C
C – B =4C だから、3C = –B。C = –B/3 

先の結果 B = A/2 から

C = –A/6。 1+2+3+… = − (1-1+1-1+…)/6
もし、A = 1/2なら、

C = – 1/12
1+2+3+4+5+6+ … = – 1/12 



1 = 0.9999999 …  の証明

https://goo.gl/rQ7W1j



コーシー列による実数の構成から考える

o 2つの有理数 x と y に対して、距離 d(x, y) を絶対
値 |x − y| で定義する。そして実数全体というものを、この距
離 d に関する有理数のコーシー列全体を以下で定義する同
値類で割ったものとして定義する。

o 有理数列{xn} がコーシー列であるとは、
任意の正の数 ε に対して、番号 N が存在し、N より大きいす
べての m, n に対して |xm − xn| < εが成り立つこと
と定義される。 （つまり、番号が十分先なら2項間の距離が限
りなく小さくなるということ）

o 2つのコーシー列 {xn} と {yn} が同値であることを、
xn − yn が 0 に収束することと定める。

https://goo.gl/rQ7W1j



コーシー列による実数の構成から考える

o 小数 b0.b1b2b3⋯ に対して、各位以降を順に切り捨てていくこ

とにより得られる数列は有理数のコーシー列を定めるので、こ
のコーシー列が、この小数展開の表している実数の真の値と
定められることになる。

o この性質より 0.999⋯ = 1 を証明するためにしなければなら
ないことは、有理数のコーシー列

が 0 に収束することを証明することである。



デデキントの切断による実数の定義から考える

o 任意の実数 x は、「x より小さい有理数全体からなる無限集
合」と定義される。実数 1 は「1 より小さいすべての有理数の
集合」となる。

o この方法で実数 0.999⋯ というものが何であるかを考えるな
ら、r < 0, r < 0.9, r < 0.99, ...（つまり、ある自然数 n に
対して、r < 1 − (1/10)n を満たす有理数 r すべてが作る集
合として定義されるということになる。

o 0.999⋯ より小さい有理数すべては 1 より小さいので、これ
は実数 1 の元に含まれる。

https://goo.gl/rQ7W1j



デデキントの切断による実数の定義から考える

o 一方、実数 1 の元となる任意の有理数

となるため、a/b は 0.999⋯ の元になっている。

o よって、0.999⋯ と 1 とは全く同じ有理数をすべて元として含
み、これらは集合として等しい。つまり 0.999⋯ = 1 である。

https://goo.gl/rQ7W1j



「数える」を考える



「数える」と「測る」



宇宙を埋め尽くす砂の数は？



by アルキメデス

・・・・
また、砂粒の大きさに関しては、以下の仮定を立てた。
1個のケシ粒の体積は、1万個の砂粒の体積よりも大きくはない
1個のケシ粒の直径は、1⁄40ディジットよりも小さくはない
2. は自身の観測を元に、砂粒の大きさを小さめに見積もるように仮定したものである。
これらの仮定から、
直径1ディジットの球を満たす砂粒の個数は、6億4千万より少なく、故に10億 (109) 
より少ないことを導いた。また、
1スタディオン（スタディアの単数形）は1万ディジットよりも小さい
ことを用い、
直径1スタディオンの球を満たす砂粒の個数は、十万の第3級の数 (1021) よりも少ない
とした。上記の宇宙の大きさの見積もりと合わせ、
宇宙球を満たす砂粒の個数は、千の第7級の数 (1051) よりも少ない
と結論した。

https://goo.gl/KEXgQF

「測る」と「数える」は違う





まず、道に沿って、森の中を歩き、

たとえば左右２５メートルの範囲内で目撃した野鳥の数を数えます。

次に、調査した範囲の面積と森全体の面積から、

野鳥の数を割り出します。

さらに、鳥と観察者が出会う確率（遭遇率）と、

出会った鳥が観察者に発見される確率（発見率）も考えて微調整します。

これを式で表すと、

総数＝発見率÷（遭遇率×発見率×面積率）ということになります。

https://goo.gl/8c7sRP

by 日本野鳥の会

この画像の鳥の数は、この方法では数えられない！



「測る」 -- 測度の性質

o 測度は、長さ、面積、体積等に関係した量。実数値をとる

o AがBの部分集合なら、Aの測度 µ(A)	はBの測度 µ(B)より小
さい。（あとで見るが、無限集合の要素の「個数」は、この性
質を満たさない）

o 空集合の測度は、ゼロである。

0 ∞測度

A
B

C

µ(A)					µ(B)											µ(C)



ある集合が、互いに共通部分を持たない部分に分割されるなら、
その集合の測度は、分割された部分の測度の和になる。

「測る」 -- 測度の性質



「数える」を分析する



「数える」を考える

o ある箱に何かが入っているとしよう。箱に入っているものが、何
個かを数えることを考える。いろいろな場合がある。

n 同じ形の白い玉が入っている。

n 白い玉に、赤い玉が混じっている。

n いろんな色の同じ大きさの玉が入っている。

n 大きさの違う、様々の色の玉が入っている。

n 様々な形の、いろいろな色の物体が入っている。

n 仔犬と仔猫が入っている。

n 仔犬と仔猫と鳩が入っている。

n 仔犬と仔猫と鳩とゴキブリが入っている。

n ・・・・



「数える」には、いくつかの前提・特徴がある

o 前提：数える範囲が明確（例えば「箱」の中にある）で、かつ、そ
の数が、数える間に変化しないこと。

o 数えられる「もの」の具体的な形状・性質は、数えることには影
響を与えない。数えるときに、それらは捨象される。

o どれを先に数えるか、同じことだが、数える順番は、数えること
には影響を与えない。

o ただ、すでに数えたものと、まだ数えていないものとの区別は
必要である。数えるというのは、対象をすでに数えたものとまだ
数えていないものに二分することなしには実行できない。

o 最初に数えたとき１と数え、次に２と数え、順次、それを続ける。
数えることは、自然数の順番に対応している。



すでに数えたものまだ数えてないもの



1, 2, 3, 4, 5, …

取り上げる

すでに数えたものまだ数えてないもの



1, 2, 3, 4, 5, …
性質を捨象

すでに数えたものまだ数えてないもの



1, 2, 3, 4, 5, …

1
21

自然数を対応

一つ目のもの

すでに数えたものまだ数えてないもの

the first



1, 2, 3, 4, 5, …

1
21

1

自然数を対応

一つ目のもの

すでに数えたものまだ数えてないもの

the first
ものの属性も捨象



1, 2, 3, 4, 5, …

1
21

1

取り上げる

性質を捨象 自然数を対応

一つ目のもの

すでに数えたものまだ数えてないもの

the first
ものの属性も捨象



1, 2, 3, 4, 5, …

1
22

1, 2

取り上げる

性質を捨象 自然数を対応

二つ目のもの

すでに数えたものまだ数えてないもの

the second
ものの属性も捨象



1, 2, 3, 4, 5, …

1
23

1, 2, 3

取り上げる

性質を捨象 自然数を対応

三つ目のもの

すでに数えたものまだ数えてないもの

the third
ものの属性も捨象



1, 2, 3, 4, 5, …

1
24

1, 2, 3, 4

取り上げる

性質を捨象 自然数を対応

四つ目のもの

すでに数えたものまだ数えてないもの

the fourth
ものの属性も捨象



1, 2, 3, 4

= { 1, 2, 3, 4 } 順序数

4 個 基数

Ordinals

Cardinals

数える

個数



順序の重要性 「時そば」

「おい、蕎麦屋さん。生憎と、細けえ銭っきゃ持ってねえんだ。落と
しちゃいけねえ、手え出してくれ」

「一（ひい）、二（ふう）、三（みい）、四（よう）、五（いつ）、六（むう）、
七（なな）、八（やあ）」

「今何時（なんどき）でい!」
「へい、九（ここの）つでい」

「十（とう）、十一、十二、十三、十四、十五、十六、御馳走様」

「一、二、……八、今何時でい」

「へい、四つでい」

「五、六……」

{ 1,2,3,4,5,6,7,8} + 9 + {10,11,12,13,14,15,16}
8 +                 7 = 15

{ 1,2,3,4,5,6,7,8} + 4 + {5,6,7,8,9,10,11,
12,13,14,15,16}

8 +                 12 = 20

欠落

二重カウント



http://www.chomsky.info/
articles/20021122.pdf

The Faculty of Language: 
What Is It, Who Has it, 
and How Did It Evolve?

言語のRecursionの能力は、
数の概念の形成能力とも結
びついている。ハトは、3以上
の数を区別出来ない。サルは、
個別の数を個別に学ぶが、
人間の子のように一般化出来
ない。

http://www.chomsky.info/


「個数」について考える

o 数えることと「個数」とは、もともとは結びついていたが、そのう
ちに、数えることとは独立にでも、「個数」は存在するという考え
方が、一般的になる。

o 先のアルキメデスの宇宙を埋める砂の数や、日本野鳥の会の
カウンティングは、実際には、数えていない。数えなくても、ある
いは、数えられなくても、「個数」は存在すると思われている。

o 超ミクロな世界の量子物理学でも、様々な「量子数」の保存法
則というのは、基本的なものだ。最終的には、自然数の間の関
係式として物理法則が記述される可能性はある。

o ただ、そういう不変性が根本原理かどうかは、僕には、わから
ない。



「数える」とは独立な「個数」の定義

二つの集合の要素が、「一対一対応」がつく時、
二つの集合の要素の個数は、等しいとする。



「数える」とは独立な「個数」の定義

二つの集合の要素が、「一対一対応」がつく時、
二つの集合の要素の個数は、等しいとする。

{ 1, 2, 3, 4 } 

個数 4

集合の要素の数が有限の時、両者
の定義は一致する。ただし、問題は
無限集合の要素の数を考えた時に
起きる。



カントールの考えたこと 1

無限に数え続ける方法
無限の順序数

ここでは、「無限に数え続ける方法」として、カントールが考え
た「順序数」のことを振り返ろうと思う。



「順序」について

「数えることは、自然数の順番に対応している。」と先に書い
た。ここでは、「順番」「順序」について、その構造を考えてみ
よう。



半順序と全順序

ある集合Pの要素 x,	y,	z,	…について、次の関係が成り立つ時、
Pを≤についての半順序集合という

1. x	≤	y	かつ y	≤	z		なら x	≤	z
2. x	≤	x
3. x	≤	y	かつ y	≤	x	なら x	=	y

4. すべてのx,	y	について
x	≤	y	あるいは y	≤	x	が成り立つ時、全順序という

自然数・整数・有理数・実数は、普通の大小の順序について
全順序である。（もちろん、半順序である） ただし、それにはとど
まらない。

半順序



半順序の例

1. 数の大小の関係
1	≤	2,		4.56	≤	7.223,	…
数の大小は、全順序である

2. x	≤	y	を x	⊂	yと考えた時の集合の包含関係
1. x	⊂	y	かつ y	⊂	z		なら x	⊂	z
2. x	⊂	x
3. x	⊂	y	かつ y	⊂	x	なら x	=	y

3. x	≤	y	を「xはyの先祖である」と考えた時の先祖関係



半順序だが全順序ではない例１

o 集合の包含関係は、全順序ではない。
次の図は、集合{x, y, z}の部分集合を全て書いたものだが、
例えば、{x, y}と{x, z}の間には包含関係はない。



半順序だが全順序ではない例２

o 先祖（子孫）関係は、全順序ではない。

不二夫

不二夫の子孫

不二夫の先祖

牧子

牧子の子孫

牧子の先祖



Well-Orderd（整列性）と順序数

ある集合は、その要素に次のような順序 ≤ が定義されている時、
整列されているという。

1. x	≤	y	かつ y	≤	z		なら x	≤	z
2. x	≤	x
3. x	≤	y	かつ y	≤	x	なら x	=	y

4. 全ての空でない部分集合は、この順序で最小の要素を持つ

順序数は、整列されている集合の大きさを表す。

半順序の条件



整列集合の例

o 自然数全体の集合 N={0,1,2,3, … }は、通常の大小順序
関係で、整列集合になる。

o 次の負数の集合は整列集合である。
{ -1, -1/2, -1/4, -1/8, -1/16, …, -1/2!,…}

o 整数全体の集合 Z={…,-3,-2,-1,0,1,2,3,…}は、通常の大
小順序関係で、整列集合にならない。負の整数の全体からな
るZの部分集合は、最小元をもたないから。

o Zに次のような順序関係を導入すれば、Z1は整列集合になる。
Z1={0,1,2,3,…,-1,-2,-3,…} 順序型 ω+ω

o Zに次のような順序関係を導入しても、Z2は整列集合になる。
Z2={0,-1,1,-2,2,-3,3,…} 順序型 ω

整列定理 by Cantor 「全ての集合Xについて、Xを整列集合にする整列順序が存在する」



順序数

「順序数」は、「自然数の順番に数える」ことをベースにした数
の拡張である。もちろん、ベースになった自然数は、順序数で
ある。この拡張は、無限に数え続けることを可能にすることを
目的にしていると考えることができる。

ここでは、John Baezの ”Large Countable Ordinals” に
多くを負っている。 https://goo.gl/h5HhrV



順序数

o ある順序数を、それより小さい全ての順序数の集合としてあら
わす。

0={}               ϕ
1={0}              0
2={0, 1} 0 < 1
3={0, 1, 2} 0 < 1 < 2
4={0, 1, 2, 3}  0 < 1 < 2 < 3
…
n={0, 1, 2, … , n-1}   0 < 1 < 2 < … < n-2 < n-1



有限の順序数

o 順序数が有限の時、それは、ある自然数に一致する。
それはまた、その集合の要素の数（基数）とも一致する。

o 有限の時、
順序数 = 基数 = 順序数の要素の数 である

順序数の系列： 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,  …
基数の系列： 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9,  …



1, 2, 3, 4

= { 1, 2, 3, 4 } 順序数

4 個 基数

Ordinals

Cardinals

数える

個数

「ある順序数を、それより小さい全ての順序数
の集合としてあらわす。」という定義は、０から
始まっているが、先に「数えるを考える」でみた
この図での説明は、1から始まっている。
そうした違いはあるが、両者は同じものである。



ω：有限な順序数全ての集合

o 全ての有限な順序数全ての集合 {0, 1, 2, 3, … }を考える。
この集合を ω (omega)で表す。ωは全ての自然数からからな
る無限集合である。

ω= {0, 1, 2, 3, … }
o 0,1,2,3,…< ωである（どの自然数nもωより小さい）と考えれ

ば、このωの定義は、「ある順序数を、それより小さい全ての順
序数の集合としてあらわす。」という順序数の定義に当てはま
るので、ωも順序数である。

o 今度は、{0, 1, 2, 3, … , ω}を考える。 0,1,2,3,…< ωで
あるとすれば、この集合もある順序数に対応する。
この順序数を ω+1	で表す。

ω+1	= {0, 1, 2, 3, … , ω}



ちょっと、ここで立ち止まろう。

o ω= {0, 1, 2, 3, … }は、無限の要素を持っている。

この集合に終わりの要素はない。

o また、ω+1	= {0, 1, 2, 3, … , ω}の右辺のオメガには、直
前の要素はない。

o ただし、 0,1,2,3,…< ω とすれば、ω+1の要素すべてにきち
んと順序が定義されている（整列されている）。だから、ω＋１も
また、順序数である。



後継順序数と極限順序数／可算順序数

o ある順序数αについて、β=α+1の形で表される順序数βを、
後継順序数という。(「孤立点」)
n 自然数 1, 2, 3 等々、有限な順序数は、後継順序数である。
n ω+1は、無限な順序数だが、後継順序数である。
n ω+2は、無限な順序数だが、(ω+1)+1で後継順序数である。

o ωは、直前の要素を持たず、 β=α+1の形では表されない。こう
した順序数を、極限順序数という。（「集積点」）

o 順序数は、「数える」という操作と結びついている。それは、「順
番に数える」という操作の無限への拡大である。この章で扱う
順序数は、様々な無限の型をとるが、基本的にはすべて「可算
(Countable)」である。



順序数の和

o 順序数αと順序数βの和α+βは、αの後ろにβをつなげて、つな

ぎめのところで新しい順序関係を導入して、前後で一貫した順
序が保たれるようにしたものと思えばいい。

o だから、ω+1は、{0,1,2,3, …,0}となる。同じ0が2度出てき
ているように見えるが、グリーンの0は αに属し、赤の0は βに
属する。これを繋げて一つの順序にするには、
0,1,2,3, … < 0 とすれば良い。これは、 0がωだと思ってい
いことを示す。

o 逆に、1+ωは、{0,0,1,2,3,…}で、 0<0 という関係を導入
すればいいいのだが、この時、この順序関係は、{0,1,2,…}
と同じものになる。よって1+ω=ωである。

o こうして、 1+ω = ω ≠ ω+1 である。



順序数 ω＋ω

o この調子で、どんどん順序数を数えていこう。

o ω＋ωは、後継順序数の並びでない箇所が二箇所ある。
このω＋ωを、ω2と表す。ωが二つという意味である。



順序数の積

o 順序数αと順序数βの積αβは、αをβ個つなげたものと思えばい

い。もちろん、つなぎめのところで新しい順序関係を導入して、
前後で一貫した順序が保たれるようにする。

o 例） ω= {0, 1, 2, 3, … } だから
ω2 = {0, 1, 2, 3, …, 0, 1, 2, 3, … }
これを繋げて一つの順序にするには、0,1,2,3, … < 0 とす
れば良い。これは、 0がωだと思っていいことを示す。
だから、 ω2 = {0,1,2,3,…,ω,ω+1,ω+2,ω+3,…}

o 2ω = {0,1,0,1,0,1,0,1,…[0,1の繰り返しω回] }
ここで、1<0, 1<0, 1<0, … という順序を導入すればいい。
これは、結局、ω= {0, 1, 2, 3, … } と同じ順序にできる。
だから、 2ω = ω

o 2ω = ω ≠ ω2



順序数 ωω (= ω2)

o どんどん順序数を数え続ける。

ω2 = {0,1,2,3,…,ω,ω+1,ω+2,ω+3,…}

ωω
⋮



ω2 はどういう集合か？

o ω巻からなる百科事典を考える。各巻がωページからなるとす
ると、この百科事典は、ω2ページを持つ。

o ただ、この集合はイメージできるかもしれないが、順序の様子
を見るにはわかりにくい。大事なことは、全体で一つの順序を
なしていることだから。

o そこでこうする。この本のページは、すべて一つ前のページの
1/2の厚さを持ち、かつ、各巻は一つ前の巻の1/2の厚さを持
つとする。本当はページ数・巻数が大きくなるたびに、無限の
値は大きくなるのだが、それでは、限られた紙面では表示でき
なくなる。進めば進むほど小さくなるように、「見える化」するの
だ。



ω2 のイメージ

ω２ = 

が、ω個。 もω個。

・・・・

超限順序数を「見える化」するサイトがある！

David Madore: https://goo.gl/uv1uWq



順序数 𝜔1

o まだまだ続く。

⋮

⋮



順序数 𝜔1 のイメージ

o ωページからなる本を考え、ω巻からなる百科事典を考え、ω
種類の百科事典が入った入った本棚を考え、ω個の本棚が
入ったフロアを考え、ω階のフロアからなる図書館を考え、ω個
の図書館を持つ都市を考え、ω個の都市を持つ惑星を考え、ω
個の惑星をもつ恒星系を考え、ω個の恒星系からなる銀河を
考え、…こんなのがずっと続く。

o でも、このシステムで、ある本のある一ページを、具体的に指
定しようと思ったら、有限個の自然数の指定で、このページに
行き当たるから、この順序数は可算である！

=





順序数 𝜔1 の
別のイメージ

これは、なかなか秀逸。
集積点が直線上に並ぶ。

ただし、 𝜔! までなのだが。
これで終わりではない。

実は、まだまだ続く。



まだ、終わらない！



まだ、終わらない！



そろそろやめたい

⋱ ⋱

ω個

イプシロン・ゼロ

べき乗についてのfixed point



Cantor Normal Form

こんなのが、何か役に立つのであろうか？
そういう疑問を持った人が多いと思うが、
次のゲンツェンの仕事が、ひとつの回答になる。



ゲンツェンの数論の無矛盾性証明

o 1936年、ゲンツェンは、𝜖"までの
超限帰納法を利用して、ペアノ数論の
無矛盾性を証明した。

o ゲーデルの不完全性定理で、数論の
無矛盾性証明は不可能だと思っている
人が多いのだが、それはその体系の
内部ではできないということ。

o 𝜖"までの超限帰納法は、ペアノ数論の
内部には含まれていない。しかし、
それは、「自然」な想定である。

o 残園なことに、ゲンツェンは、若くして
夭折している。

Gerhard Karl Erich Gentzen、
1909年11月24日 - 1945年8月4日https://goo.gl/6s9K1R



https://goo.gl/PZE9oA

行の上は、Syntax
行の下は、Semantics

SyntaxとSemanticsを
同時に扱うことができる

カテゴリー文法でのゲンツェンのシーケンスの利用



カントールが考えたこと 2

無限集合の要素の個数

「数える」こととは切り離して「個数」が存在すると書いた。

無限の順序数は、たかだか「可算」なものの数え上げにしか
使えない。数えられない（非可算な）ものを含めた個数の定義
に、カントールは、「一対一対応」を採用する。そこで見えて来
た世界は、直感を超えたものだった。



先に次のような、「数える」とは独立な「個数」の定義
にあげた。無限集合の場合はどうなるか？

二つの集合の要素が、「一対一対応」がつく時、
二つの集合の要素の個数は、等しいとする。

{ 1, 2, 3, 4 } 

個数 4

ただし、集合の要素の数が有限の
時、両者の定義は一致する。問題は
無限集合の要素の数を考えた時に
起きる。



無限の不思議

部分は、全体と同じ数の要素を持つ

ユークリッド「幾何学原論」

公理８ 「全体は、部分より大きい」



無限の不思議
部分は、全体と同じ数の要素を持つ

奇数・偶数は、自然数の一部である。明らかに、自然数の数は、
奇数や偶数の数より大きいように見える。

自然数： 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, …
奇 数： 1,     3,     5,     7,    9, …
偶 数： 0, 2, 4, 6, 8,  …

ただ、次のような対応で、奇数全体も偶数全体も、自然数全体と
「一対一」に対応することがわかる。

自然数： 0, 1, 2, 3, 4, 5,  6, 7,  8, 9, …,n, …
奇 数： 1, 3, 5, 7, 9,11,13,15,17,19…,2n+1, …
偶 数： 0, 2, 4, 6, 8,10,12,14,16,18...,2n, …

よって、「一対一」対応で、要素の数を考えれば、自然数の数と基
数の数と偶数の数は等しい。



無限の不思議
部分は、全体と同じ数の要素を持つ

o 有理数は、0以外の二つの自然数p,qについて、p/q で表され
る数である。0と1の間にも、有理数は無限に存在する。

o ところが、次のように有理数を全て数え上げることができる。

すなわち、自然数全体と有理数全体とは、一対一に対応する



n個の自然数の組の全体と、自然数との対応

o 有理数は、ゼロでない二個の自然数の組と考えることができる
が、ゼロでない自然数のn個の組も、次のように一つの自然数
に対応づけることができる。

o 以下で、i番目の素数をpiで表すとする。
p1=2, p2=3, p3=5, p4=7, p5=11, p6=13, …

この時、自然数のk個の組 (n1, n2, n3, ..,nk)に、次の数Aを
対応づける。

A = 𝑝#
!! 𝑝$

!" 𝑝%
!#…𝑝&

!$

たとえば、4個の自然数の組 （23, 100, 1, 13）は、次の自然
数に対応づけられる。
（23, 100, 1, 13） →2$%・3#""・5#・7#%

o この対応は、一対一である。
2$%・3#""・5#・7#% → （23, 100, 1, 13）



無限の不思議

ヒルベルトの無限ホテル

1862年1月23日- 1943年2月14日



無限の不思議
ヒルベルトの無限ホテル

「客室が無限にあるホテルを考える。現実にある客室が有限のホ
テルの場合には、「満室である」ということと「もう1人も泊められな
い」ということは同値である。しかし「無限ホテル」ではそうはならな
い。無限ホテルが「満室である」としよう。この場合でも次のように
して新たな客を泊めることができる。客室数は無限とはいえ 1, 2, 
3, … と番号を付けられる。客が1人来たら、1号室にいた客を2
号室へ、2号室の客を3号室へ、3号室の客を4号室へ、…、n 号
室の客を n + 1 号室へ、…と順番に移す。客室は無限にあるの
だから誰もあぶれることはない。新たな客は1号室に泊めればよ
い。」

https://goo.gl/Mer4cZ



無限の不思議
ヒルベルトの無限ホテル

「新たな客は1人どころか、複数でも、（可算）無限でもよい。例え
ば、1号室の客を2号室へ、2号室の客を4号室へ、3号室の客を
6号室へ、…、n 号室の客を 2n 号室へ、…と移せば、1号室、3
号室、5号室、…つまり奇数号室は空室になるから、無限の客を
新たに泊めることができる。」

https://goo.gl/Mer4cZ



https://goo.gl/sYdXRu



0と1を結ぶ直線上の点の数

実数の濃度は非可算であるという発見。

1874年 最初の証明

1891年 対角線論法での証明



0と1との間の実数全てを、次のように自然数と
一対一に対応付けることが出来たとしよう。

1 0.a1,1a1,2a1,3a1,4a1,5a1,6a1,7a1,8a1,9a1,10a1,11 ……
2 0.a2,1a2,2a2,3a2,4a2,5a2,6a2,7a2,8a2,9a2,10a2,11 ……
3 0.a3,1a3,2a3,3a3,4a3,5a3,6a3,7a3,8a3,9a3,10a3,11 ……
4 0.a4,1a4,2a4,3a4,4a4,5a4,6a4,7a4,8a4,9a4,10a4,11 ……
5 0.a5,1a5,2a5,3a5,4a5,5a5,6a5,7a5,8a5,9a5,10a5,11 ……
6 0.a6,1a6,2a6,3a6,4a6,5a6,6a6,7a6,8a6,9a6,10a6,11 ……
7 0.a7,1a7,2a7,3a7,4a7,5a7,6a7,7a7,8a7,9a7,10a7,11 ……
8 0.a8,1a8,2a8,3a8,4a8,5a8,6a8,7a8,8a8,9a8,10a8,11 ……
9 0.a9,1a9,2a9,3a9,4a9,5a9,6a9,7a9,8a9,9a1,10a9,11 ……

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮



この自然数と実数の対応関係で、対角線上の要素
を選び出す。

1 0.a1,1a1,2a1,3a1,4a1,5a1,6a1,7a1,8a1,9a1,10a1,11 ……
2 0.a2,1a2,2a2,3a2,4a2,5a2,6a2,7a2,8a2,9a2,10a2,11 ……
3 0.a3,1a3,2a3,3a3,4a3,5a3,6a3,7a3,8a3,9a3,10a3,11 ……
4 0.a4,1a4,2a4,3a4,4a4,5a4,6a4,7a4,8a4,9a4,10a4,11 ……
5 0.a5,1a5,2a5,3a5,4a5,5a5,6a5,7a5,8a5,9a5,10a5,11 ……
6 0.a6,1a6,2a6,3a6,4a6,5a6,6a6,7a6,8a6,9a6,10a6,11 ……
7 0.a7,1a7,2a7,3a7,4a7,5a7,6a7,7a7,8a7,9a7,10a7,11 ……
8 0.a8,1a8,2a8,3a8,4a8,5a8,6a8,7a8,8a8,9a8,10a8,11 ……
9 0.a9,1a9,2a9,3a9,4a9,5a9,6a9,7a9,8a9,9a1,10a9,11 ……

⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋮



実数は、自然数とは、「一対一」で対応しない
実数の個数は自然数の個数より大きい！

o こうしてできた対応表の対角線上の桁の数字からなる実数
を、Aとしよう。

A = 0.a1,1a2,2a3,3a4,4a5,5a6,6a7,7a8,8a9,9 ……
o Aの小数点以下の各桁の数字an,nを、各桁の数字に 1 を
加えた数字a’n,nで置き換える（9の桁は0にする）。この数字
をBとする。置き換えたのだから a’n,n≠an,nである。例えば、

A = 0.341980675597 …. ならば、
B = 0.452091786608 …. となる。

o この数字
B = 0.a’1,1a’2,2a’3,3a’4,4a’5,5a’6,6a’7,7a’8,8a’9,9 ……

は、先の対応表の中には存在しない。なぜなら先の対応
表の中の数字とは、少なくとも一箇所では異なるから。



平面上の点の数

n次元のユークリッド空間𝑅!は、実数Rと同じ濃度を持つ。
1878年

“Je le vois, mais je ne le crois pas!” (“I see it, but 
I don‘t believe it!”) Dedekindへの手紙



平面と直線の点の濃度

A

B

1 x 1 の大きさを持つ正方形Sと、
長さ 1 の直線Lを考えよう。

S上の点の数と、L上の点の数は
どちらが大きいだろうか？

S

L



平面と直線の点の濃度

A

B

平面上の点Aの座標を(x,y)とする。
x=0.x1x2x3x4x5x6x7x8x9…
y=0.y1y2y3y4y5y6y7y8y9…

この時、次の実数zを考える
z=0.x1y1x2y2x3y3x4y4x5y5…

このzは、直線上の一点Bに対応する。

こうして、平面上の任意の点を、
直線上の点に対応付けすること
ができる。

S

L



平面と直線の点の濃度

A

B

直線上のの点Bに対応する実数をzとする。
z=0.x1x2x3x4x5x6x7x8x9…

この時、次の実数xとyを考える
x=0.x1x3x5x7x9x11x13x15x17…
y=0.x2x4x6x8x10x12x14x16x18…

平面上で、(x,y)を座標とする点をAと
すれば、直線上の点Bを、平面上の点A
に対応させることができる。

こうして、平面上の点は、直線上の点に
一対一で対応する。

S

L



カントール集合：奇妙な図形上の点の数

Discovered in 1874 by Henry John Stephen 
Smith and introduced by Cantor in 1883



カントール集合

1/3                              1/3                               1/3

区間[0, 1]を三等分して、真ん中の部分を切り落とす。
左右に残った二つの部分に対しても、真ん中の1/3を
落とす操作を、無限回繰り返して残ったのがカントール
集合。この図では、その操作を6回ほど繰り返している。



カントール集合の表現 0,1,2 の三進数

1/3                              1/3                               1/3

0                               1                              2
00    01        02                                       20       21       22

000   002            020   022                                       200   202            220   222

三等分した区間を、左から 0, 1, 2 とラベルをつける。
一回目の操作で、1の部分が落ちて、0と2の部分が残る。
二回目の操作を残った0と2の部分に同じように行う。そこで
残った部分は、00, 02, 20, 22 というラベルをつけること
ができる。同様な操作を繰り返す。
結局、カントール集合上の点は、1が現れない0と2からなる
無限列で表現されることがわかる。

0                               1                              2



カントール集合 長さ＝０

1/3                              1/3                               1/3

0                               1                              2
00    01        02                                       20       21       22

000   002            020   022                                       200   202            220   222

このカントール集合は、操作を繰り返すたびに、
長さが1/3,2/3・1/3,4/27,..づつ切り取られていく。
無限回の操作の後には、切り取られた部分の長さは、

となる。もとの長さが1だから、この図形の長さは
1-1=0となる。

0                               1                              2



カントール集合の濃度

驚くべきことに、この長さ0のカントール集合は、実は、実数と同じ
濃度を持っている！ そのことは、次のようにして分かる。
この集合上の点xが、0,1,2の三進表記（ただし、1は現れない。）
で、例えば、次のように表現されたとしよう。

x=0.22020022020002022…..
この時、ここで現れる 2 を全て1に置き換えた数をyとする。

y=0.11010011010001011……
xとyは、一対一で、対応している。
このyを、[0,1]区間の実数の二進表記だと考えれば、カントール
集合上の点xは、[0,1]区間の実数の一つに対応していることが
分かる。逆に、 [0,1]区間の実数の二進表記で、1を2に置き換え
れば、この実数のカントール集合上の対応する点がわかる。



カントール集合の二次元版
シェルピンスキーのカーペット

この図形も、測度（面積）ゼロだが、実数と同じ濃度を持つ。



カントール集合の三次元版
メンガーのスポンジ

この図形も、測度（体積）ゼロだが、実数と同じ濃度を持つ。
しかし、表面積は無限大である。



F2のケーリー・グラフ

a-1

b-1

abb

aab-1

a-1b-1a-1

ba-1b-1



F2の分割



Banach–Tarski paradox

o 球を3次元空間内で、有限個の部分に分割し、それらを回転・
平行移動操作のみを使ってうまく組み替えることで、元の球と
同じ半径の球を2つ作ることができるという定理



カントールが証明できなかったこと：
「連続体仮説」



無限の二つの系列

o 可算無限集合の濃度をℵ$（アレフゼロ）と呼ぶ。

o 集合Aの濃度（要素の数）を|A|で表すとする。
|ω|=ℵ0 である。

o 任意の濃度 ℵ%について、ℵ% < 2ℵ% を示すことはできるので、
無限の濃度にも無限の階層があることがわかる。

o こうして、順序数と基数の二つの無限の系列があることになる。
有限集合の時、両者は、ある自然数に一致する。

順序数の系列： 0,1,2,3,…,ω,…
基数の系列 ： 0,1,2,3,…,ℵ$,ℵ',ℵ(,ℵ),…



ℵ

数の階層

自然数：ℕ

整数：ℤ
有理数：ℚ
代数的数

実数：ℝ

複素数：ℂ

ℵ7 𝔠自然数の個数 実数の個数



ℵ

無限の数の濃度についてカントールが示したこと

自然数：ℕ

整数：ℤ
有理数：ℚ
代数的数

実数：ℝ

複素数：ℂ

ℵ7自然数の個数 実数の個数 𝔠



ℵ

無限の数の濃度についてカントールが示したこと

自然数：ℕ

整数：ℤ
有理数：ℚ
代数的数

実数：ℝ

複素数：ℂ

ℵ7自然数の個数 実数の個数 𝔠



連続体仮説 1878年

o カントールは、彼が見つけた可算無限の濃度ℵ$より大きな実
数の無限の濃度 𝔠を、無限濃度の階層の次の無限ℵ'に等
しいと見当をつけた。またこれが、2ℵ&に等しいと予想した。
これが、カントールの「連続体仮説 CH(Continuum 
Hyposesis)」である。

𝔠 =	ℵF= 2ℵ!
o さらに、一般に、次の関係が成り立つとした。それを「一般
連続体仮説 GCH(General Continuum Hyposesis) 」
という

ℵGHF= 2ℵ"

o しかし、彼はこの問題を解くことが出来なかった。



ヒルベルトの23の問題 1900年

o ヒルベルトは、1900年に、20世紀の数学が解くべき23の問
題のリストを発表した。その問題提起は、20世紀の数学に少
なくない影響を与えた。カントールの「連続体仮説」は、この23
の問題の第一番目の問題に取り上げられている。



1. CANTOR'S PROBLEM OF THE CARDINAL 
NUMBER OF THE CONTINUUM. 

o Two systems, i. e , two assemblages of ordinary 
real numbers or points, are said to be (according to 
Cantor) equivalent or of equal cardinal number, if 
they can be brought into a relation to one another 
such that to every number of the one assemblage 
corresponds one and only one definite number of 
the other. The investigations of Cantor on such 
assemblages of points suggest a very plausible 
theorem, which nevertheless, in spite of the most 
strenuous efforts, no one has succeeded in proving. 



ヒルベルトの23の問題 1900年

o Every system of infinitely many real numbers, i. e., 
every assemblage of numbers (or points), is either 
equivalent to the assemblage of natural integers, 1, 
2, 3,… or to the assemblage of all real numbers 
and therefore to the continuum, that is, to the 
points of a line ; as regards equivalence there are, 
therefore, only two assemblages of numbers, the 
countable assemblage and the continuum. 



整列性定理も取り上げられている

o Let me mention another very remarkable 
statement of Cantor's which stands in the closest 
connection with the theorem mentioned and which, 
perhaps, offers the key to its proof. 

o Now Cantor considers a particular kind of ordered 
assemblage which he designates as a well ordered 
assemblage and which is characterized in this way, 
that not only in the assemblage itself but also in 
every partial assemblage there exists a first 
number. 



集合論の体系の整備



ラッセルが見つけた集合論の矛盾



Fregeの公理

o Cantorの集合概念
「集合とは、我々の直観あるいは思考の明確で異なった対
象を一つの全体にした集まりである。その対象は、集合の
要素と呼ばれる。」

o Fregeの定式化（Comprehension Axiom）
ある述語ΦについてΦ(x)が成り立つ全ての要素xを集め
た集合yが存在する。



Russellの逆理

o先のΦ(x)に、~(x∈x)を取ろう。
このΦによって定義される集合をRとすれば、
R={ x | ~(x∈x) }
Rは、自分自身を要素として含まない全ての要素からなる
集合になる。

o R∈Rだろうか？ この時、Rは自分自身を要素に含んでい
るので、Rの要素ではない。だから、R∈Rならば~(R∈R)と
なって矛盾する。

oそれでは、~(R∈R)だろうか？ この時、Rの定義から、こ
のRはRの要素でなければならない。~(R∈R)ならばR∈R
となって矛盾する。



Russellの矛盾の分析

o Russellは、定義されるべきクラス自身を含んだ、
全てのクラスからなるクラスを考える自己参照的な定義、
非述語的な定義(impredicative definition)が問題の
原因だと考えた。

o 「全体は、その全体という言葉によってのみ定義される要
素を含んではいけない。ある全体の全ての要素という言葉
によってのみ定義されうるものは、その全体の要素にはな
り得ない。」

o Russellは、対象と述語に型（degreeとorderからなる）を
導入して、こうした述語の適用を排除しようとした。



Russellの型の理論

o全ての個体は型 i を持つ。
o述語 P(x1,x2,...xn)は、x1,x2,...xn がそれぞれ持つ型
i1,i2,...inに応じて、型 (i1,i2,...in) を持つ。

oある型を持つ述語Pは、この型の階層構造の中で、その型
以下の型を持つ個体に対してのみ適用出来る。

o 「全て」を表す全称記号は、その型以下の型を持つ個体の
上を走る。



集合論の逆理に対する
もうひとつのアプローチ

o Russellの型の理論とは、別のスタイルでの集合論の逆理
に対する対応が、Zermelo–Fraenkelの公理的集合論
（ZF）では、行われている。

o ZFでは、FregeのComprehension Axiomにかえて、次
の公理が採用されている。



ZF: ツェルメロ=フランケルの公理的集合論

現代の集合論は、ツェルメロとフランケルによって、公理論的
に整理された。彼らの頭文字をとってZFと呼ばれる。（あるい
は、「選択公理 Axiom of Choice」を加えて ZFCと呼ばれ
る） ここでは、その公理の一部を紹介する。



Axiom of extensionality

o 全ての集合A,Bについて、集合XがAの要素であるのは、Xが
Bの要素である時に限るならば、集合Aと集合Bは等しい。



Axiom of power set



Axiom of infinity



Axiom schema of specification 
(also called the axiom schema of
separation or of restricted comprehension)

o どの集合Aについても、xがAに属し、かつxがφを満たすような
xからなる集合Bが存在する。

o Axiom scheme of Comprehension(Unrestricted)

o Axiom scheme of Replacement



Axiom schema of replacement



Axiom of choice （選択公理）



Axiom of choice

非可算無限集合での選択公理の利用



Banach–Tarski paradox

o 球を3次元空間内で、有限個の部分に分割し、それらを回転・
平行移動操作のみを使ってうまく組み替えることで、元の球と
同じ半径の球を2つ作ることができるという定理



非カントール的集合論の発見



ゲーデル 1940年
連続体仮説と集合論の無矛盾性の証明



ゲーデル
連続体仮説と集合論の無矛盾性の証明

o 「世紀の難問」と呼ばれた連続体仮説の問題で、大きな前進が
あったのは、1940年のことだ。クルト・ゲーデルが、連続体仮
説と選択公理の二つを満たす集合論のモデルを実際に構成し
て見せたのだ。この集合論のモデルの中では、連続体仮説は
「真」である。

o この結果は、連続体仮説を直接に証明したものではないことに
注意しよう。それは、集合論と連続体仮説には矛盾がないこと、
すなわち、集合論の中では連続体仮説の否定は証明できない
ことを意味している。





ゲーデル 完全性定理 1929年
「無矛盾な理論はモデルを持つ」

o ゲーデルは、ある形式的体系の中に、その証明もその否定の
証明も、その形式的体系の中では与えることができない命題P
が存在するという「不完全性定理」（1930年）で有名である。特
に、その形式的体系が「無矛盾」であることを主張する命題自
身が、この形式的体系では証明できないという発見は、よく知
られている。

o ゲーデルには、もう一つ、重要な業績がある。それは「無矛盾
な理論はモデルを持つ」 というもので、「完全性定理」と呼ばれ
る。ある形式体系のある命題Pが、その形式的体系のすべて
のモデルで妥当する時、その命題Pは証明可能となる。



レーベンハイム・スコーレムの定理
「モデルをもつなら、可算モデルも持つ」

o Skolem's paradox is that 
every countable axiomatisation of set 
theory in first-order logic, if it is consistent, has 
a model that is countable. This appears 
contradictory because it is possible to prove, from 
those same axioms, a sentence that intuitively says 
(or that precisely says in the standard model of the 
theory) that there exist sets that are not countable. 
Thus the seeming contradiction is that a model that 
is itself countable, and which therefore contains 
only countable sets, satisfies the first order 
sentence that intuitively states "there are 
uncountable sets".



コーエン 1963年
連続体仮説と集合論の独立性の証明



コーエン 1963年
連続体仮説と集合論の独立性の証明

o 連続体仮説を最終的に解決したのは、J.P.コーエンだった。彼
は、「強制法(Forcing Method)」というモデル構成法を創出
し、連続体仮説の否定が成り立つモデルを構成した。

o 先のゲーデルの結果と合わせると、連続体仮説は、集合論の
公理群からは独立であることが証明されたことになる。連続体
仮説は、集合論の公理群からは証明できないのだ。

o 結果から見ると、カントールが、全力で連続体仮説を証明しよ
うとして、成功しなかったのには理由があったのである。



J.P.Cohen
1934-2007



非カントール的集合論の発見

o コーエンの結果は、始祖のカントールが構想した、いわばカン
トール的集合論とは異なる、非カントール的集合論が存在する
ことを明らかにした衝撃的なものだった。

o ユークリッド幾何学の「第五公準」が、他のユークリッド幾何学
の公理群からは独立で、それらから証明できないことの認識の
成立が、非ユークリッド幾何学を成立させたのと同じことが、
「数学の基礎」である集合論で起きたのである。

o コーエンの結果とその方法は、1960年代の中頃には、集合論
の構造についての認識を飛躍的に発展させた。



数学の基礎を基礎付ける試みの発展



変貌する「集合論」

o 60年代のコーエンの仕事によって大きく射程を拡大した「集合
論」だが、その後も大きな変化が続いている。

o 70年代には、LawvereのTopos Theoryが登場し、カテゴ
リー論の上に「集合論」は再構築され拡大した。代数幾何をは
じめとする、他の数学の諸分野との関係も、一層密接なものと
なった。

o 21世紀に入ってからの、VoevodskyのUnivalent Theory 
/ Homotopy Type Theory の動きは重要である。惜しいこ
とに、Voevodskyは、昨年(2017年）亡くなった。

o 数学の基礎としての「集合論」は、時代とともに、そのスタイル
を変えている。これらの動きは、数学の基礎について、新たな
洞察を提供している。



Lawvere’s Topos Theory

William Lawvere
1937-



Voevodsky’s Univalent Theory

Vladimir  Voevodsky
1966-2017



HoTTでの同一性の解釈

空間Aの中で、
点aと点bをつな
ぐ「道」がある時、
aとbは、同じもの
と見なす。
「道」自体は、連続
的に変化しうる。
その同一性は、
homotopyが
与える





おわりに

o 小論は、「順序数」と「基数」という概念を中心において、カン
トールが考えたいわば「古典的」な集合論の骨組みをできるだ
け分かりやすく説明しようとしたものである。

o 残念ながら、小論では、連続体仮説の独立性を証明したコー
エンの方法や、Topos, Univalent Theory といった、集合論
に代わって数学の基礎を基礎付けようとする新しい動きについ
ては紹介のみで、ほとんど説明できなかった。

o これらについては、是非、別の機会を設けたいと考えている。


